
f x , n=n−x x−n+
1−1−10−n+

1−1−n−19

h a , b=add 2
2u , v , 2

2u , v

χ Aw ={1 falls w ∈ A
0 falls w ∉ A

χ ' Aw ={ 1 falls w ∈ A
undefiniert falls w ∉ A

x_0=logx_1x_2= log x_2
log x_1

µf  y={a1 für Fall 1
a2 für Fall 2
⋮
an für Fall n

ai ∈ℕ0

f x , y=x2− y2

µ f  y=min {x∣ f x , y=0}

µf  y ={0  für x=y oder x < y (wegen mod. sub)
⊥  sonst

µf n={n falls 10  ≤n20
⊥  sonst

LOGIK
Negation ¬  Konjunktion    Disjunktion ∨ 

( F → G ) statt ( F  G ) 
( F ↔ G ) statt (FG) ( F   G)
( F ↔ G ) statt (F F) (F G) (G F) (G G)
( F ↔ G ) statt (   1    )(G→F)(F→G)(   1    )

Rechenregeln
Kommutativität (FG) ≡ (GF)      (FG) ≡ (GF)
Assoziativität

((FG)H)≡(F(GH)) ((FG)H)≡(F(GH))
Absorption (F(FG))≡F (F(FG))≡F
Distributivität

(F(GH))≡((FG)(FH)) (F(GH))≡((FG)(FH))
deMorgansche Regeln

(FG)≡(FG) (FG)≡(FG)
Literal ist atomare Formel oder die Negation einer antomaren Formel
KNF Konjunktion von Disjunktionen von Literalen
DNF Disjunktion von Konjunktion
Resolution  (KNF(Klauselform))Unerfüllbarkeitstest...unerfüllbar  wenn
leere Klausel herleitbar
PrädLogik: 
Geschlossene  Formel oder  Aussage  :  In  der  Formel  kommen  keine
Freien Variablen mehr vor.
Matrix  einer  Formel :  Eine  Formel  in  der  alle  Quantorengebilde
gestrichen werden, und nur die Formel selber über bleibt. Die Matrix der
Formel F  wird mit F* bezeichnet.
Konsistenz Eine Menge  M von Formeln heißt  konsistent, falls es keine
Formel F gibt, für die sowohl M ├ F als auch M ├ ¬F gilt. Die Menge M
heißt  inkonsistent,  falls  sie  nicht  konsistent  ist.  Eine  Menge  M  von
Formeln  heißt  maximal  konsistent,  falls sie konsistent  ist  und  für jede
Formel F gilt: F ∈ M oder ¬F ∈ M.
Umformungsregeln Prädikatenlogik
Seien F und G beliebige Formeln.
1. ¬xF ≡ x¬F    ∃ ¬ xF ≡∃ x¬F
2. Falls x in G nicht frei vorkommt gilt:

( xF  G) ≡ x(F G)    ( xF  G) ≡ x(F G)   
(xF  G) ≡ x(F G)   ( xF  G) ≡ x(F G)   

3. ( xF  xG) ≡ x(F G)     ( xF  xG) ≡ x(F G)    
4. xyF ≡ yxF       x yF ≡∃ ∃  y xF∃ ∃
5. ( xF  xG)     x(F G)  ( xF  xG)    x(F G) 
Äquivalenz in der Prädikatenlogik 
Zwei Prädikatenlogische Formeln F und G sind äquivalent,  falls für alle
sowohl zu F als auch zu G passenden Strukturen A gilt A(F)=A(G).
Bereinigte Form: Vorraussetzung KNF
1.durch Quantoren gebundenen Variablen sind paarweise verschieden
2. keine Variablen die sowohl gebunden als auch frei auftreten
Pränexform  1. Alle Quantoren befinden sich vor der Formel.
Skolemform  1.Binden aller freier Variablen

2.Eleminieren aller Existenzquantoren
Klauselform
1.Disjunkts-blöcke in Klauseln fassn & mit Komma verbinden
2.Klausel um die Formel, die oders durch Kommas ersetzen.
Formeln Umwandeln (Beispiel)
gegeben : F = ∃x ( P ( x ) → ∀x P ( f ( x ) ) )

F = ∃x (¬ P ( x ) ∨ ∀y P ( f ( y ) ) )
¬ F = ¬ ( ∃x (¬ P ( x ) ∨ ∀y P ( f ( y ) ) ) )
¬ F = ¬ ( ∀x ( P ( x ) ∨ ∀y P ( f ( y ) ) ) )
¬ F =  ( ¬ ∀x ( P ( x ) ∧ ¬ ∀y P ( f ( y ) ) ) )

bereinigt : ¬ F =  ( ∃x ( P ( x ) ∧  ∃y P ( f ( y ) ) ) )
Pränexform: ¬ F =  ∃x ∃y ( P ( x ) ∧ P ( f ( y ) ) ) )

¬ F = ∃y ( P ( a ) ∧ P ( f ( y ) ) ) )  
Skolemform: ¬ F = P ( a ) ∧ P ( f ( b ) ) ) 
Klauselform:  { { P ( a ) } , { P ( f ( b ) ) } }
Satz von Gödel-Herbrand-Skolem
Für jede Aussage F in Skolemform gilt: F ist erfüllbar, genau dann, wenn
die Formelmenge E(F) (im aussagenlogischen Sinn) erfüllbar ist.
Herbrand-Expansion => E(F)   Herbrand-Universum => D(F)
Strucktur:  A= (UA, IA)
UA:Grund-/Individuen-bereich,Grundmenge,Universum
IA: ist eine Abbildung, die 

- jedem k-stelligen Prädikatensymbol P (das im Definitionsbereich  
von IA liegt) ein k-stelliges Prädikat über UA zuordnet
-jedem  k-stelligen  Funktionssymbol  f  (das  im  Definitionsbereich  
von  (IA liegt) eine k-stellige Funktion auf UA zuordnet
-jeder Variable x (sofern IA auf x definiert ist) ein Element der 
Grundmenge UA zuordnet

Sei F eine Formel und  A= (UA, IA) eine Struktur.   A heißt zu F passend,
falls   IA für  alle  in  F  vorkommenden  Prädikatensymbole,
Funktionssymbole und freien Variablen definiert ist.

 P NP LOOP  EntscheidbarSemi

P != Typ1 

 THEORIE_A
Grammatik: G=(V,Σ,P,S) erzeugt
-erzeugt durch entsprechende Regelanwendung ein Wort
-die Summe der erzeugten Wörter bildet die Sprache
-für jede reguläre Grammatik G gibt es einen NFA M mit L(G) =T(M)
Grammatiken und Automaten sind endliche Beschreibungs-
möglichkeiten für Sprachen.
erzeugte Sprache  L(G) = { w ∈ Σ* | S *

G w }
Wort Ein Wort ist ein Element aus der Vereinigungsmenge der
Konkatenationen der Nichtterminalsymbole und der Terminalsymbole.
(Formal : w ∈ (V ∪ Σ)*  )
Satzform ein Wort ist eine Satzform, sofern es noch
Nichtterminalsymbole enthält, wenn also gilt: a ∈ V und a ∈ w
Links-(Rechts-)ableitung immer die am weitesten links (rechts)
stehende Variable wird ersetzt
ableiten  ist ein nichtdeterministischer Prozess
ℇ – Sonderregelung  mit dieser Regel gilt ℇ ∈ L (G) 
es wird festgelegt, das ℇ direkt aus der Startvariable hergeleitet werden
kann jedoch darf die Startvariable dann auf keiner rechten Seite mehr
vorkommen  

1. schaffen der Regel  S  S'
2. schaffen der Regel  S'  ehemalige Rechte Seite von S
3. schaffen der Regel  S   ℇ

allgemeine Epsilonregeln
sind nur in kontextfreien und regulären Grammatiken zugelassen
hier geht ein beliebiges Nichtterminal in  ℇ über
Wortproblem 
Es geht darum, festzustellen, ob ein Wort Teil einer Sprache ist.
-es gibt einen Algorithmus, der für ein beliebiges Wort in endlicher Zeit
feststellt, ob es Teil einer mit eingegeben Grammatik ist.
-das Wortproblem ist NP-hart
DFA (endliche Automaten) M=(Z,Σ,δ,z0,E) (Typ3)
NFA(nichtdeter.endlicher Automat) M=(Z,Σ,δ,S,E) 
Satz von Rabin und Scott
-jede von einem NFA aktzeptierbare Sprache ist auch von einem DFA
aktzeptierbar
Reguläre Ausdrücke (alle endlichen Sprachen; regExp=Typ3 ist
Satz von Kleene)
Pumping Lemma (Schleifenlemma, Iterationslemma, Lemma von
Bar-Hillel, uvw-Theorem)
Sei L eine reguläre Sprache. Dann gibt es eine Zahl n so dass sich alle
Wörter x  L mit |x|  n zerlegen lassen in x = uvw, so dass folgende
Eigenschaften erfüllt sind.

1. |v|1
2. |uv|≤n
3. Für Alle i = 0,1,2,... gilt uviw ∈ L

(L reg) → (∃n)(∀z∈L, |z| ≥ n)(∃u,v,w)[(z=uvw 1 2 3]  
Äquivalenzrelation
Man kann jeder Sprache L eine Äquivalenzrel. RL auf ∑  ∗ zuordnen.
Es gilt xRLy genau dann, wenn für alle Wörter z ∑∈ * gilt:xz L↔yz L∈ ∈
Eine  Sprache  ist  genau  dann  regulär,  wenn  sie  endlich  viele
Äquivalenzklassen besitzt.(Satz von Myhill-Nerode)
Algorithmus Minimalautomat 
(Minimalautomatalgorithmus  läuft in O(n²)
Abschlusseigenschaften (reguläre Sprachen)
Komplementbildung: Wir erhalten den Komplementären DFA aus
einem DFA, indem wir Endzustände mit Nicht-Endzuständen
vertauschen.
Leerheitsproblem: Ist die Sprache die ein Automat erkennt leer?
Schnittproblem? Ist die Schnittsprache zweier Sprachen leer?
Äquivalenzproblem: Definieren zwei Grammatiken/Automaten
dieselbe Sprache?  Es gilt L1=L2 ↔(L1∩ ¬L2)  (¬L1∩L2) = {} 
Kreuzproduktautomaten  M=(Z1 × Z2, ∑, δ, (z01,z02),E1×E2) 
nichtdet. Kellerautomat (Push Down Automat, PDA) 

M=(Z,Σ,Γ,δ,z0,#)
Deterministischer Kellerautomat (DPDA) 

M=(Z,Σ,Γ,δ,z0,#)
Kuroda-Normalform Vorraussetzung epsilonfreie Sprache

A→a A→B      A→BC      AB→CD
Turingmaschine (TM) M=(Z,Σ,Γ,δ,z0,#,E)
die durch die Turingmaschine aktzeptierbaren Sprachen,  sind genau die
Typ 0 Sprachen.
Eine Konfiguration einer Turingmaschine, ist eine Momentaufnahme
LBA = linear beschränkte TM
die  von  linear  beschränkten,  nichtdet.  TM  (LBA's)  aktzeptierbaren
Sprachen sind genau die Typ1 Sprachen. (Satz von Kuroda)
Grammatiken
ChomskyHierarchie:
Typ0 : keine Einschränkung (Phrasenstruckturgrammatik) 
Typ1 : kontextsensitiv: wenn alle Regeln links kürzer oder
genausolang sind wie rechts.
Typ2 : kontextfrei: wenn in allen Regeln links in der Ableitung nur
eine einzelne Variable steht.
Typ3  :  regulär: wenn  in  allen  Regeln  rechts  entweder  ein
Terminalzeichen oder eine Variable gefolgt von einem Terminalzeichen
steht.(AaB oder Aa) 

Beschreibungsmittel Determinismus und Nichtdeterminismus

Typ 3   reguläre Grammatik
  DFA / NFA / regulärer Ausdruck Nichtdet. Automat Determ. Automat äquivalent?

Det. kf.   LR(k)-Grammatik
  deterministischer Kellerautomat (DPDA) NFA DFA ja

Typ 2   kontextfreie Grammatik
  Kellerautomat (PDA) PDA DPDA nein 

Typ 1   kontextsensitive Grammatik
  linear beschränkter Automat LBA DLBA ungeklärt

Typ 0   Typ-0 Grammatik
  Turingmaschine (TM) TM DTM ja

Abschlusseigenschaften Entscheidbarkeit
∩ S ∪ V Komp Produkt *

Typ3 ja ja ja ja ja
Detkf nein nein ja nein nein
Typ2 nein ja nein ja ja
Typ1 ja ja ja ja ja
Typ0 ja ja nein ja ja
P ja ja ja
NP ja ja ja ja

Wortprob. Leerheitsproblem Äquivalenzprob. Schnittprob.
Test mit NFA ja Minimierung Kreuzprod&Leerheitspr.

Test mit DPDA ja ja PCP
CYK ja PCP PCP

Schleifen erkennbar nein PCP PCP
nein (semi) PCP PCP PCP

Alle deterministischen Platzklassen sind unter Komplement abgeschlossen (Beweis:
Sipser 1980)

THEORIE_B
Reduktion: A ⊆ Σ* & B ⊆ Γ* sind Sprachen. A heißt auf B reduzierbar (A≤B) falls es eine totale & berechenb. Funktion
f: Σ*Γ* gibt, so dass für alle x ∈ Σ* gilt: x ∈ A  f(x)∈ B falls A≤B & B entscheidbar (bzw. Semi-Entscheidbar) ist, so
ist auch A entsch. (bzw. Semi-Entsch.) logische Umkehrung: Wenn A unentsch. B unentscheidbar.
Laufzeit hier unintressant, Ziel Reduktion unentscheidbarer Probleme aufeinander, zur Feststellung der Unentscheidbarkeit
Prob1 ist Spr., Prob2 ist Spr. Prob1≤Prob2 bedeutet: w sei aus Prob1 & v sei aus Prob2  w ∈ Prob1  f(x) = v ∈ Prob2
Polynomielle Red.(Red-funktion in Polyniomialzeit berechenbar):betrachtet Laufzeit & Prob. die in NP entscheidbar sind.
NP-Härte: A ist NP-Hart,falls  Sprachen L∈NP gilt L≤PA NP-Vollständig: A ist NP-Vollst,falls A NP-Hart & A∈NP
Unentscheidbarkeit              das Erfüllbarkeitsproblem sowie das Gültigkeitsproblem für prädikatenlogische Formeln ist unentscheidbar.
Ein Problem heißt  entscheidbar oder  rekursiv,  falls es  ein  Rechenverfahren gibt,  das  angesetzt  auf die Eingaben der
zugrundeliegenden Problemstellung, immer nach endlicher Zeit stoppt, und dann korrekt in Bezug auf die Fragestellung “ja”
oder “nein” ausgibt. Sonst heißt es unentscheidbar.
Entscheidbarkeit:
Eine Menge heißt entscheidbar, falls die charakteristische Funktion der Menge berechenbar ist.
Eine Sprache A ist entscheidbar genau dann wenn sowohl A als auch A-Quer Semientscheidbar sind
Def. Menge  A   *  heißt  entscheidbar,  falls  die  char.
Funktion von A,  
χA:*  {0,1} berechenbar ist.

L1 & L2 rekursiv → L1 , L1 ∪ L2 , L1 ∩ L2  auch rekursiv 
L1 & L2 rekursiv aufzählbar→L1∪L2 , L1∩L2 rekursiv aufz.

Semi-Entscheidbarkeit:
Def. Menge A  * heißt semientscheidbar, falls die
char.  Funktion  von  A,   χ'A:*   {0,1}  halb
berechenbar ist.

A ist semi-entscheidbar  A ist rekursiv aufzählbar 
A ist vom Typ 0  A = T(M) für eine Turingmaschine
M   χ'A ist (Turing, While, Goto) berechenbar  A
ist Definitionsbereich einer berechenbaren Funktion 
A ist Wertebereich einer berechenbaren Funktion

Unentscheidbare Grammatikprobleme:
Ist L(G) regulär? kontextfrei?deterministisch Kontextfrei?
G1 & G2 seien kontextfreie Grammatiken: Ist G1 mehrdeutig?
L(G1) ∩ L(G2) = Ø ?   =   ? = kontextfrei?
L(G1) = L(G2)  ?   L(G1) ⊆ L(G2) ?   |L(G1)  L(G2)| =  ?
Satz von Rice: Sei R die Klasse aller Turing-Berechenbaren
Funktionen. Und sei S eine  beliebige Teilmenge von R (mit
den trivialen  Ausnahmen S =  ∅ und  S = R),  dann ist  die
Sprache  C(S)  = {w|Die  von M berechnette  Funktion ist
Element von S} unentscheidbar. Das heißt jede nicht triviale
Eigenschaft von Turingmaschinen ist unentscheidbar.

Intuitiver Berechenbarkeitsbegriff  Turingberechenbarkeit   Gotoberechenbarkeit   Whileberechenbarkeit   
µ-rekursive Funktionen (sind alle arithmetisch Repräsentierbar) Primitiv Rekursiv   Loop-Berechenbar 
LOOP-Programme
n1,...,nk sind die Startwerte der Variablen x1,...xk. Alle anderen Variablen haben den Wert 0. Das Ergebnis der Berechnetten
Funktion steht am Ende in x0

IF x=0 THEN A ELSE   x_0 := x_1 MOD x_2 x_0 := wurzel(x_1)
Y:= 1; 
LOOP x DO y := 0 
END;  
LOOP y DO A END; 
IF a > x THEN A ELSE B END;
LOOP (1 – (1 – (a – x))) DO A END;
LOOP (1 – (a – x)) DO B END; 
IF a < x THEN A ELSE B END;
LOOP (1 – (1 – (x – a))) DO A END;
LOOP (1 – (x – a)) DO B END; 
IF a = x THEN A ELSE B END;
LOOP (1 – (1 – (a – x))) DO B END;
LOOP (1 – (a – x)) DO 

LOOP (1 – (1 – (x – a))) DO B END;
LOOP (1 – (x – a)) DO A END; 

END; 
f(n) = n!
x_0 := 1; LOOP n DO y = y+1; z=0;

LOOP x_0 DO
LOOP y DO Z = Z+1;

END;
END; x_0 := z; END;

LOOP x2 DO
X3 := 1;
LOOP x4 DO
      x3 := x1 * x3;
    END;
    IF X3 <= x2 THEN
      x0 := x4 ;
    END;
    x4 := x4 + 1;
END;

x_1 + x_2
x_0 := x_1; 
LOOP x_2 DO 

x_0 := x_0 + 1 
END; 

x_0 = x_1 – 1
LOOP X_1 DO
 X_0 = X_2;

X_2 = X_2 + 1; 
END;

x_3 := x_1 DIV x_2;
LOOP x_3 DO

x_1 := x_1 - x_2;
END;
x_0 := x_1;
x_0 = x_1 DIV x_2
x_1 = x_1 + 1; 
LOOP x_1 DO

x_1 := x_1 – x_2;
IF x_1 > 0 THEN 

x_0 := x_0 + 1 
END;

END;
x_0 := x_1 – x_2
LOOP x_2 DO
    x_3 := 0;
    LOOP x_1 DO
      x_1 := x_3;
      x_3 := x_3 + 1;
    END;
    x_0 := x_1;
END;

LOOP x_1 DO
    x_3 := 0;
    LOOP x_2 DO
      LOOP x_2 DO
        x_3 := x_3 + 1;
      END;
    END;
    LOOP x_1 DO
 x_4 := 0;
      LOOP x_3 DO
        x_3 := x_4;
        x_4 := x_4 + 1;
  END;

END;
x_5 := 1;
LOOP X_3 DO

x_5 := 0;
END;
LOOP x_5 DO

 x_0 := x_2;
END;
x_2 := x_2 + 1;

END;

Primitive Rekursion:
1. alle Konstanten Funktionen
2. alle Projektionen
3. die Nachfolgefunktion s(n)=n +1 auf den natürlichen Zahlen
4.Kompositionen/Einsetzungen von primitiv-rekursiven 

Funktionen
5. f(0,x1 ...xn) = g(x1 ...xn) und f(n+1,x1 ...xn) = h(f(n,x1 ...xn), x1 ...xn)
Funktionen nach Punkt 1,2,3 sind die Basisfunktionen.

Primitiv Rekursive Funktionen

y := 1 LOOP-Programm für n^x
LOOP x DO

z := 0;
LOOP n DO

LOOP y DO
z := z + 1;

END;
END;
y := z;

END; Das Ergebnis steht am Ende in y .
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Add Mult Sub (modifiziert)
Add(0,x) = x; 
Add (n+1,x) = s(add(n,x));

Mult(0,x) = 0; 
Mult(n + 1, x) = add(mult(n,x), x); 

Sub(x, 0) = x; 
Sub(x, y + 1) = U(Sub(x, y));

Vorgänger = pred(x) U(n) = Max(n – 1, 0) Oder(x,y)
pred(0) = 0
pred(m+1) = m

U(0) = 0; 
U(n + 1) = n; 

Sub(1,Sub(1,Add(Sub(1,Sub(1,x)),Sub(1,Sub(1,y))))) 

Mod(a,b)
Mod(0,n) = 0
Mod(m+1,n)= 0 für Gleich(Mod(m,n),pred(n))
Mod(m+1,n) = Mod(m,n)+1 für sonst

Und(x,y)
Mult(Sub(1,Sub(1,x)),Sub(1,Sub(1,y)))
Wahl(x,y,z) = {y falls x = 0 & z falls x > 0}
Wahl(x,y,z) = y(1-x) + z(1-(1-x))

Gleich(x,y)
Mult(sub(S(x),y),Sub(S(y),x)))
alternativ:
sub(1,add(sub(x,y),sub(y,x)))

Div(a,b) f (y) = 2^y
Div(0,n) = 0
Div(m+1,n)=Div(m,n)+1 für Gleich(Mod(m,n),pred(n))
Div(m,n) sonst

f(0) = 2^0 = 1
f(y+1) = 2 * f(y) = f(y) + f(y) = h(y, f(y))

S(n) Prädikat P(x) ist definiert : q(n) := max{x≤n| P(x)} f(y,x) = xy  = pot(x,y)
N+ 1 q(0) = 0;

q(n + 1) = q(n) + P(n + 1) * (n + 1 – q(n));
pot(x,0) = v(0) = 1 (konstante Funktion);
pot(x,v(y))= mult(pot(x,y),x)  (primitive Rekursion);

Beschränkter Existenzquantor: f(n) = an² + bn + c Fakultät g(y) = y!
Q(0) = P(0);
Q(n + 1) = P(n + 1) + Q(n) – P(n + 1) * Q(n);

add(add(mult(a,mult(n,n)),mult(b,n)),c); g(0) = 1
g(y+1) = mult(add(y,1),g(y))

µ-rekursive Funktionen:
wenn ich den µ-Operator auf eine Funktion f (k+1 stellig) anwende,
so entsteht aus dieser Funktion die Funktion g (k-stellig) mit :
g(x1, ...,xk) = min {n | f(n, x1, ...,xk) = 0 und für alle m < n ist f(m, x1,
...,xk) definiert
Definition: 
Die Klasse der µ-rekursiven Funktionen ist die kleinste Klasse von
(evtl.  Partiellen) Funktionen,  die die  Basisfunktionen (konstante
Funktionen,  identische  Abbildungen,  Nachfolgerfunktion)  enthält
und abgeschlossen ist  unter  Einsetzung,  primitiver Rekursion und
Anwendung des µ-Operators.

Satz  von  Kleene: Für  Alle  N-Stelligen  µ-
Rekursiven Funktionen f gibt es zwei (n+1)-Stellige
Funktionen,  die primitiv rekursiv sind, sodass sich
mit  diesen  Funktionen  (p  ,q)  die  Funktion  f
darstellen lässt als: f(x1 ...xn) = p(x1 ...xn,µq(x1 ...xn)).
Hierbei  ist  µq  die  durch  Anwendung  des  µ-
Operators auf q  entstehende (n-stellige) Funktion 
Beweis:  Bei der  Umwandlung einer  µ-Rekursiven
Funktion  in  ein  Whileprogramm  mit  nur  einer
Schleife  und  dann  wieder  zurück  entsteht  eine
Funktion der obigen Bauart.

sollte gelten, dass mit µf(x)_1
oder µf(x)_2 zwei Werte       
"f(x,y) = 0" wahr machen, so 
ist das richtige µf(x):
µf(x)= min{µf(x)_1;µf(x)_2}
(immer der minimalste Wert)

Beispiel:  

Ackermann Funktion ist total&berechenbar, aber   ¬   mit LOOP   
a(0, y) = y + 1
a(x, 0) = a(x – 1, 1), x > 0
a(x, y) = a(x – 1, a(x, y – 1)) x,y > 0

Halteprobleme und CO.
Halteproblem: H = {w#x| w,x  {0,1}* und x  L(MW)}
Spez. Halteproblem: K = {w  {0,1}* | w  L(MW)}
H auf leerem Band: H0  = {w  {0,1}* | ε ∈ L(MW)}
Inklusionsprob: INKL = {v#w | v,w ∈ {0,1}* &L(MV)⊆L(MW)}
Leerheitsprob: LEER = {w  {0,1}* | L(MW) = }
Totalitätspr.: TOTAL = {w  {0,1}* | L(MW) = {0,1}*}
Endlichkeitspr: END = {w  {0,1}* | L(MW) ist endlich}

Wissenswertes:zu Turingmaschinen:
1.Wenn wir eine N-Band Turingmaschine in eine 1 Band
Turingmaschine umwandeln quadriert sich die Laufzeit
2.Turing berechenbare Funktionen müssen nicht total sein --
> dass Turing-Maschine für bestimmte Werte nicht in einer
Finalkonfiguration anhält 
zu While-Programmen: 
1.Jede  While berechenbare  Funktion  lässt  sich durch  ein
While-Programm mit nur einer While-Schleife berechnen.
2. Es gibt totale, While-Berechenbare Funktionen, die nicht
LOOP-Berechenbar sind.
Zu primitiv rekursiven Funktionen: 
1. müssen total sein --> enden immer , keine Endlosschleife
möglich
Komplexität:Die Zeitkomplexität  eines Algorithmus kann
niemals kleiner  sein als  die  Platzkomplexität,  da  für  das
Schreiben  einer  Speicherzelle  jeweils  ein  Rechenschritt
benötigt wird. 
Dove Tailing:Parallelschaltung von TM , Jede TM wird ein
Schritt ausgeführt, dann jede den Zweiten usw. bis es passt 

Begriffslexikom:
Deduktion heißt soviel wie Herleitung oder Beweis
unifizieren= gleich machen=identisch machen
NP heißt Nichtdeterministisch Polynominiell... eine Sprache
ist also in NP, wenn es einen Berechnungsvorschrift der
Lösung gibt, die in polynomieller Zeit abläuft, und
nichtdeterministisch ist.
Graph: Ein Graph G ist ein geordnettes Paar zweier
Mengen: G = (V, E) 
Dabei bezeichnet V die Menge der im Graph enthaltenen
Knoten (Vertex) &  E die Menge der Kanten (Edge).
zusammenhängend: Ein Graph heißt zusammenhängend,
wenn man von jedem Knoten aus, auf irgendeinem Weg zu
jedem anderen Knoten kommen kann.
komplement: Kanten zu Nichtkanten, und Nichtkanten zu
Kanten.
bipartit: wenn sich die Knoten in zwei disjunkte
Teilmengen teilen lassen, so dass zwischen den Knoten
innerhalb beider Teilmengen keine Kanten verlaufen.
Schlingenfrei: 0 Zyklen  der Länge 1 (keine Kanten (x,x))
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L  P ∈ → ¬ L  P∈

Die Sprache {a^2^2^n | n  } liegt in P∈ ℕ

P ⊆ NP

Für Turingmaschinen M ist entscheidbar, ob L(M)  P gilt∈

Für Turingmaschinen M ist entscheidbar, ob L(M)  NP gilt.∈

Alle entscheidbaren Sprachen liegen in P.

Alle Sprachen in P sind entscheidbar.

Es gibt NP-harte Probleme, die nicht NP-vollständig sind

Es gibt NP-vollständige Probleme, die nicht NP-Hart sind.

Alle LOOP-berechenbaren Funktionen lassen sich in Polynomialzeit berechnen.

Das Komplement von entscheidbaren Sprachen ist auch wieder entscheidbar.

Es gibt aufzählbare Sprachen, deren Komplement aufzählbar ist.

Es gibt nicht aufzählbare Sprachen, deren Komplement nicht aufzählbar ist.

Wenn  L1  und  L2  jeweils  nicht  aufzählbar  sind,  dann  ist  L1   L2  auch  nicht∩  
aufzählbar.

Es  ist  entscheidbar,  ob  zwei  kontextfreie  Grammatiken  die  gleiche  Sprache 
erzeugen.

Es ist entscheidbar, ob die von einer kontextfreien Grammatik erzeugte Sprache 
nicht leer ist.

H0_quer ≤ H0, wobei H0 das Halteproblem auf leerem Band ist.
H_0 ist rekursiv aufzeahlbar. Waere H_0 quer reduzierbar auf H_0, dann 
waere H_0 entscheidbar.

Jede LOOP-berechenbare Funktion ist auch GOTO-Berechenbar.

∅ ist entscheidbar

Die  Menge  der  unentscheidbaren  Sprachen  ist  unter  Komplement 
abgeschlossen.

Die Funktion n a n^n^n (n  ) ist primitiv rekursiv∈ ℕ

NP ist unter  und  abgeschlossen.∩ ∪

Es gibt einen Algorithmus, der in Polynomialzeit aus einem nichtdeterministisch 
endlichen  Automaten  einen  äquivalenten  deterministischen  endlichen 
Automaten konstruiert.

Ist L ⊆ {0,1}* regulär und K ⊆ L, dann muss K rekursiv aufzählbar sein.

Es gibt eine Bijektion von {L ⊆ {0,1}* | L ist nicht regulär} nach {L ⊆ {0,1}* ist 
unentscheidbar}

SAT ist auf 3-KNF-SAT in Polynomialzeit reduzierbar.

{x  {0,1}* | die Turing-Maschine Mx hält auf der Eingabe ∈ ℇ  nach  höchsten |x| 
Schritten} ist entscheidbar.

{L ⊆ {0,1}* | L ist kontextfrei} ⊆ NP

Jede reguläre Sprache liegt in NTIME(n)

CF ⊆ DTIME(n^3)

DTIME(n) ⊆ CF

CF  ⊆ P

CS ⊆ NSPACE(n)

Clique  DSPACE(n)∈

Die Schleifeninvariante einer While-Schleife ist immer eindeutig bestimmt.

Wenn  L1 und  L2  jeweil  nicht  aufzaehlbar  sind,  dann  ist  L1  ∩ L2 auch  nicht 
aufzählbar

Wenn L NP-hart ist, dann ist L entscheidbar.

Es  ist  entscheidbar,  ob  die  Vereinigung  der  Sprachen  zweier  kontextfreier 
Grammatiken endlich ist.

Alle durch Turingmaschinen berechenbaren Funktionen sind primitiv rekursiv

Die Ackermannfunktion ist GOTO-berechenbar

Die  charakteristische  Funktion  einer  Typ-0  Sprache  kann  von  einer 
Turingmaschine berechnet werden.

Wenn A ≤P B und A NP-vollständig ist, dann ist B ebenfalls NP-vollständig

Es gibt überäbzählbar viele semientscheidbare Sprachen über {0,1}

Wenn L1 rekursiv aufzählbar und L2 entscheidbar ist, dann ist L1 \ L2 rekursiv 
aufzählbar.

Sei  L  ⊆ ∑* eine Sprach in  P. Dann  liegt  {w  ∈ ∑* |  ∃u,v  ∈ ∑*:w=uv  ∧ u  ∈ L} 
ebenfalls in P

Das Postsche Korrespondenzproblem ist semi-entscheidbar

Es gibt µ-rekursive Funktionen die nicht berechenbar sind

Die charakteristische Funktion von SAT ist primitiv rekursiv

Seien L1 und L2 aufzählbar. Dann ist auch L1 \ L2_quer aufzählbar

Aus einer kontextfreien Grammatik G und einer Zahl n (unär codiert) lässt sich in 
polynomieller Zeit die Liste von Wörtern {w ∈ L(G) | |w| = n} berechnen.

Sei L eine endliche Sprache. Falls L NP-hart ist, dann gilt P = NP

Es ist eintscheidbar, ob eine kontextfreie Grammatik eindeutig ist

Das Komplement einer kontextfreien Sprache liegt in P

Jede WHILE-berechenbare Funktion ist arithmetisch repräsentierbar.

Sei f(x) := (x^2 + 35) – 12x . Geben Sie µf() an. | Ergebnis = 5

Sei f(x) := (x^2 – 10x) + (20 – 3x). Geben Sie µf() an. | Ergebnis = 7

NP-Vollständige Probleme
Sat:  Ist  die aussagenlogische Formel F erfüllbar? Also gibt  es eine Belegung  der 
Variablen mit {0;1} (wahr oder falsch) so das F den Wert wahr erhält?
3 KNF-SAT: Erfüllbarkeit für aussagenlogische Formel in KNF mit max. 3 Literalen 
pro Klausel
Mengenüberdeckung: Gibt es eine Auswahl von Teilmengen einer endlichen Menge 
M in der bereits alle Elemente aus M enthalten sind?
Clique: Besitzt der ungerichtete Graph G eine Clique (alle mit allen) der Größe min. k
Knotenüberdeckung: Existiert eine überdeckende Knotenmenge V' der größe k so, 
dass für alle Kanten {u,v} gilt u⊂V' ∨ v⊂V'.
Oder Sprich, ist der Graph den ich wenn ich alle Kanten nehme, und dann erzeuge 
zusammenhängend.
Rucksack:  Aus einer Menge von Variablenwerten, soll eine Teilmenge so ausgewählt 
werden, dass die Summe der ausgewählten Elemente dieser Menge, einen vorher 
definierten Wert besitzt.
Partition: Eine endliche Menge natürlicher Zahlen soll in zwei disjunkte Teilmengen 
zerlegt werden. Dies soll so geschehen, dass die Summe der Zahlen, die man für jede 
der beiden Teilmengen bilden kann, gleich groß ist. 
Bin Packing:  Wir haben Objekte verschiedener Größe, und Behälter unterschiedlicher 
Größen, nun ist die Frage, ob sich die Mengen (Objekte)so auf die Behälter verteilen 
lassen, dass sie nicht überlaufen. 
Travelling Salesman: Finde in einen ungerichteten Graphen mit gewichteten Kanten 
einen Hamiltonkreis, bei dem die Summe der Gewichte seiner Kanten minimal ist.
Gerichteter/ungerichteter Hammilton Kreis: 
∃ Hamilton Kreis in G. = Permutation der  der Knotenindizes so dass für “i=1,..., n-

1” gilt:{v(i),v(i+1)}∈E und {v(n),v(i)}∈E.
Beweise:
Sat: Teil 1 (SAT ∈ NP): 
1. Durchlauf über Eingabe zu Feststellung der Anzahl der Variablen. (k Stück) 
2. M rät für die Variablen nun Werte und setzt sie in die Formel ein, (es existieren 2^k 
Gleichungen gleichzeitig) 
3.  Die Gleichungen werden auf  deterministische Weise gelöst,  und  bekommen bei 
Erfüllender Belegung den Wert 1 ansonsten den Wert 0 zugewiesen.
4.  M  geht  nun  in  einen  aktzeptierenden  Zustand  über,  wenn  irgendeine  dieser 
Gleichungen den Wert 1 liefert.
5. Da in F ja höchstens k Variablen vorkommen ist k ≤ |F|, verhält sich also linear, zur 
Länge der Formel. Damit sind alle Teile der Rechnung in polynomialer Zeit lösbar.  → 
SAT  NP∈
Teil2 (SAT is NP-Hart): L sei aus NP ... dann ist M die zugehörige Turingmaschine die 
die Sprache L erkennt, also T(M) = L. Da es sich um ein NP-Problem handelt, wissen 
wir  das  es  aktzeptierende  Zustände  gibt.  (E)   Diese können nicht  mehr  verlassen 
werden. Ebenfalls wissen wir, wenn das Problem in NP liegt, dass es ein Polynom gibt, 
das die Laufzeit beschränkt. (p). Und x sei nun eine Eingabe für diese Turingmaschine.
Diese  Turingmaschine muss  zum Erkennen der  Sprache,  also  einige  Bedingungen 
erfüllen.
F = Rand-∧Anfangs-∧Übergangs-∧End- (Bedingungen)
Wenn x  L , dann ist F erfüllbar, da alle Bedingungen erfüllt sein müssen.∈
Nehmen wir nun an F wäre erfüllend belegt,  hierdurch lässt sich nun eine sinnvolle 
Turingmaschine an den Bedingungen abstrahieren. 
Da  die  Startbedignung  erfüllt  war,  muss  es  sich  um  eine  Ordnungsgemäße 
Startkonfiguration mit validem x gehandelt haben. 
Die nichtdeterministische Rechnung beschreiben die Übergangsbedingungen, und die 
Endkonfig is auch erfüllt. → T(M) = L.
Alle diese  Teilformeln in F können  in Polynomialer  Zeit  berechnet  werden  (siehe 
Schöning).  Da  jedes  NP-Problem durch  Turingmaschinen  darstellbar  ist,  und  ein 
allgemeiner  Umwandlungsprozess  der  Turingmaschine  auf  eine  logische  Formel 
geboten  wurde,  wissen  wir  dass  jedes  Problem in  NP  auf  SAT  und  umgekehrt 
reduzierbar ist. → SAT ist NP-Hart (NP-Schwer) 
HIERAUS FOLGT INSBESONDERE: NP ⊆ TIME(2^p(n))  p = Polynom 
3-KNF-Sat:  SAT ≤ P 3-KNF-Sat
1. Aufschreiben der Formel in Baumstruktur
2. Durchreichen der Negationen in die Blätter
3.  Zusammenfassen zu Dreiergruppern (Bsp: und plus beide Verzeigungen)
4. Jede dieser Dreiergruppen ist Äquivalent zu einem Booleschen Wert diese 
Äquivalenzen müssen für erfüllbarkeit ausserdem alle erfüllt werden, also werden diese 
konjugiert
5. Jede dieser Äquivalenzen kann in KNF in konstanter Zeit umgewandelt werden, und 
da jede Formel maximal 3 Literale enthält entspricht sie der 3KNF-SAT Beschreibung. 
Damit haben wir SAT auf 3-KNF SAT reduziert.
Mengenüberdeckung: 3-KNF-Sat ≤ P Mengenüberdeckung
Clique: 3 KNF-SAT ≤ P Clique
Knotenüberdeckung: Clique ≤ P  Knotenüberdeckung.
Der Graph G = (V,E) und die Zahl k werden abgebildet auf den Komplementgraphen 
G' = (V,{{u,v}| u,v  V, {u,v} ∈ ∉ E}) und die Zahl |V|-k .
Rucksackproblem: 3-KNF-SAT ≤ P  Rucksack.
Partition: Rucksack  ≤ P Partition Bin-Packing: Rucksack  ≤ P Bin-Packing
Gerichteter Hamilton Kreis: 3-KNF-SAT  ≤ P  Gerichteter Hamilton Kreis
Ungerichteter Hamiltonkreis: Gerichteter Ham.  ≤ P  Ungerichteter Hamilton Kreis
Travelling Salesman:  Ungerichteter Hamiltonkreis ≤ P Travelling Salesman.
Man nehme den Graph, gewichte die vorhandenen Kanten mit 1 fülle ihn auf mit den 
eigentlich nicht vorhandenen Kanten,  und Gewichte diese mit 2.  Gibt es nun einen 
Hamiltonkreis, im Ausgangsgraphen, hätten wir auch dass Problem TSM gelöst.  Da 
dieser Kreis der mit dem minimalen Gewicht wäre.
Färbbarkeit: 3-KNF-SAT ≤ P Färbbarkeit.

PCP – Postsches Correspondenz Problem: 
geg.: endlich Menge P wobei P aus Paaren (x,y) aus Zeichenketten besteht
ges: Existiert eine nicht-leere Folge von Paaren (x1,y1),

(x2,y2),
...,
(xn,yn) so dass die hierdurch 

konkatenierten Zeichenketten x1, x2, ... ,xn und y1, y2,...,yn in allen Zeichen 
übereinstimmen , (Also nicht x1 = y1, sondern das erste Zeichen von x1 = erstes 
Zeichen von y1. x1 und y1 können also für sich aus unterschiedlich vielen Zeichen 
bestehn, nur die Konkatenation bis n hat zwingend gleich viele Zeichen.)
und alle diese Paare in der Menge P enthalten sind?
Beispiele:
gegeben seien P, x1-x3 , und y1 - y3

P = {a, b, c}
a = (1,101)

 b = (10,00)
c = (011,11)

x1 = 1 y1= 101
x2 = 10 y2= 00
x3 = 011 y3= 11

Lösung:
(1,3,2,3) = (a,c,b,c)
1|011|10|011
101|11|00|11

ges: kürzeste Lösung 
I = {a; b; c} a = (011,0) 

b = (1,011)
c = (0, 11)

Lösung der Längenabschätzung:
1.Gleichung Anzahl der 0'en:

n = Anzahl der Paare
n_2 = n_3

2.Gleichung für Anzahl der 1'en
2n_1 + n_2 = 2n_2 + 2n_3

3. 1 in 2 Einsetzen, wir erhalten
n_1 = (3/2)n_2    und n_2 = n_3

 kürzeste Lösung besitzt n_2 = n_3 = 2 
und n_1 = 3 insgesamt die Länge 7.

Die Lösung: acaacbb
Zeigen Sie, dass folgendes PCP keine Lösung hat:
{(ab,abb),(aab, ab),(ab,ba),(ba,ab),(baab,aabb),(baab,bbaa)}
Lösung:
1. Weil kein anderes Tupel als das erste, mit den selben Zeichen anfängt, also oben 
Präfix von Unten ist, müssen wir mit diesem Anfangen. 
2. wir müssen also jetzt ein B-Überschuss ausgleichen,... das ist aber nicht möglich, 
da in allen Tupeln das b oben wie unten in der gleichen Anzahl vorkommt.
Also hat dieses PCP keine Lösung.
PCP ist allgemein unentscheidbar, jedoch für Wortpaare über unärem Alphabet 
beispielsweise, oder anderweitig zu stark in der Kardinalität eingeschränkte Mengen, 
kann es durchaus entscheidbar sein.
Beweis durch Reduktion des Halteproblems aufs PCP.

H ≤ K  (H = {w #x | w,x  {0,1}* wobei w  M∈ ∈ W} K = {w | w  {0,1}* wobei w  M∈ ∈ W})
➜ ich suche ein Wort aus H das mit einer Funktion f zu einem Wort aus K wird

a ∈ H ⇔ f(a) = b ∈ K
wenn f eine Funktion darstellt, so sagt die Churche These ich kann eine 
Turingmaschine angeben, diese Turingmaschine nenne ich jetzt M '.
M ' funktioniert hier folgenderma en:ß

M ' simuliert MW mit Eingabe x ➙ M ' repr sentiert also das b ∈ K  (f(a) ∈ K)ä
K ≤  H0 
x  K ∈ ⇔ f(x) ≤ H0 
x  K ∈ ⇔ Mx  (heißt so weil sie auf Eingabe x hält) ⇔ Mf(x) (hält auf jeder Eingabe)
Mf(x) repräsentiert die Turingmaschine M ' die eine Eingabe “Mx #z” bekommt und 
dann einfach nur Mx simuliert, also genau dann akzeptiert, wenn auch Mx akzeptiert. 
“z” ist der Maschine vollkommen egal  z kann gleich epsilon sein  es gilt also auch➜ ➜  
die Äuivalenz zur Maschine Mf(x) hält auf leerem Band.
H0≤ H 
x  H0 ∈ ⇔ f(x) = y  H∈
x ⇔ Mx Mx hält ja auf Epsilon

wenn M ' jetzt aus H sein soll und <Mx> die Kodierung von Mx ist, 
dann hält  M  '  auf  einer  Eingabe  von  <Mx> genau  dann wenn  das  zusätzlich zu 
untersuchende x Wort der Sprache ist die durch Mx erkannt wird, hier also Epsilon.

Folglich gilt M H∈ 0  <M># ε ist Eingabe für M '  H⇔ ∈
H ≤ H0
x  H ∈ ⇔ f(x) = v  H0∈
Sei x ⇔ Mx wobei Mx = w#x (so hält Mw auf Eingabe von x)

Sei M' eine Turingmaschine die wenn sie <Mx> als Eingabe bekommt, diese 
Eingabe vom Band löscht, und nun auf dem leerem Band die Maschine M '' 
startet,  welche zunächst  x auf das Band schreibt,  und dann Mx mit der  
Eingabe simuliert  Mx ➜ ∈ H ⇔ M ''  H0∈

H0≤LEER_quer :  Aus einer TurMasch M konstruieren wir eine TurMa M' die als 
erstes  die  Eingabe  löscht  und  dann  M  simuliert  (auf  dem  inzwischen  leeren 
Eingabeband). Wie in a) gilt  ε L(M) L(M') = {0,1}* und  ε  L(M)  L(M') = Ø∈ ⇒ ∉ ⇒  
und damit H0 ≤ LEER.
LEER_quer≤H0:Zu einer TurMa M eine TurMa M' konstruieren , die genau dann auf 
Eingabe ε hält, wenn w {0,1}* :M hält auf w nach endlich vielen Schritten. Dies∃ ∈  
machen  wir,  indem wir  M  auf  immer  länger  werdenen  Wörtern  für  immer  mehr 
Rechenschritte simulieren. Arbeitsweise von M':
for i = 0,1,2,...  do<br> for all x ∑∈ ≤i  do <br> if M hält nach höchstens i Schritten auf 
Eingabe x then<br> “halte und aktzeptiere” <br>fi<br>od<br>od<br>

Nun gilt L(M) ≠Ø⇔ M' hält auf  ε
K≤INKL:Zu einer TurMa M eine TurMa M' konstr. mit ML(M) ⇔ L(M')⊆L(M)

Die Masch M' arbeitet wie folgt: Sie aktzeptiert, falls die Eingabe M ist; ansonsten 

geht M' in Endlosschleife. Nun gilt L(M') = {M} und damit MK ⇔M

L(M) ⇔{M}⊆L(M)⇔L(M')⊆L(M)⇔M'#MINKL.

Die Reduktion ist MaM'#M
TOTAL≤INKL:  Zu M konstr.  wir  eine TM M', die jede Eingabe aktzeptiert,  d.h. 
L(M')={0,1}*.  Nun gilt L(M)={0,1}*⇔{0,1}*⊆L(M)⇔L(M')⊆L(M). Die Reduktion 
ist Ma M#M.
INKL≤TOTAL: Zu 2 TM'en M1 & M2 konstr.  wir eine TM M', die auf Eingabe y 
folgenden Algorithmus ausführt.|  for all x ∑∈ ≤i  do <br>  if M hält nach höchstens |y| 
Schritten auf Eingabe x then<br> simuliere M2 auf Eingabe x <br>fi<br>od<br>
Intuitiv  verwen.  M'  die  Eingab.  y  um  Schranke  |y|  zu  bekomm,  bis  zu  der 
L(M1)⊆L(M2) überprüft wird. Falls nun M' alle Wörter aus {0,1}* akzeptiert, gilt für 
jede  Schranke  L(M1)⊆L(M2).  Also  L(M1)⊆L(M2)⇔ n≥0:  L(M1∀ ≤n)∩{0,1}≤n⊆ 
L(M2) n≥0: y {0,1}⇔∀ ∀ ∈ n:y L(M') {0,1}*=L(M'). Hierbei bezeichnet M1∈ ⇔ ≤n  die TM, 
die entsteht, wenn wir M1 für höchstens n Schritte simulieren. Die Reduktion ist M1

#M2aM'

K≤INKL_quer:Zu TM M zwei TMs  M' und M'' konstr. mit M
L(M)⇔L(M') L(M''). M'' geht auf alle Eingaben in eine Endlosschleife.Die Maschine⊈  
M' geht auf alle Eingaben außer Min eine Endlosschleife. Auf Eingabe M 

simuliert sie die Turingmaschine M. Damit gilt ML(M) L(M') ={⇒ M} und M

∉ L(M)⇒L(M')=Ø. Daraus folgt MK⇔ML(M)⇔{M} = L(M')⇔L(M')⊈
= L(M'')

Die Reduktion ist MaM'#M''

M --> Bezeichnet die Codierung der Maschine M
Wir konstruieren aus einer TM M eine ander TM M' , gemeint ist hierbei, das wie die  
Codierung von M auf die Codierung von M' abbilden. Dies beschreibt dann eine 
Reduktion. Wegen der Churchen These ergibt sich, das die verwendetten 
Konstruktionen berechenbaren Funktionen entsprechen. 
DIJKSTRA-Beispiel: B = besuchte Knoten; R = Randknoten (im nächsten Schritt von 
B aus erreichbare Knoten) d = Distanzen ; U = Unbekannte Knoten
B={} R={A} d={0,_,_,_,_,_,_} U={B,C,D,E,F,G}
B={A} R={B,C} d={0,3,4,_,_,_,_} U={D,E,F,G}
B={A,B} R={C,E,D} d={0,3,4,8,6,_,_} U={F,G}
B={A,B,C} R={E,D} d={0,3,4,8,5,_,_} U={F,G}
B={A,B,C,E} R={D,G,F} d={0,3,4,6,5,8,8} U={}
B={A,B,C,E,D} R={G,F} d={0,3,4,6,5,8,8} U={}
B={A,B,C,E,D,F} R={G} d={0,3,4,6,5,8,8} U={}
B={A,B,C,E,D,F,G} R={} d={0,3,4,6,5,8,8} U={}
Die Kürzesten Wege sind: 
A  B (3)➜
A  C (4)➜
A  D (6)  (A   C  E  D)➜ ➙ ➙ ➙
A  E (5)  (A  C  E)➜ ➜ ➜
A  F (8) (A  C  E  F)➜ ➜ ➜ ➜
A  G (8) (A  C  E  G)➜ ➜ ➜ ➜
Mathematische Grundlagen:  Binom (1 ≤ k ≤ n)

Logarithmus
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y− x mod y x : sonst

THEORIE III  Algorithmentheorie
Divide & Conquer: (Mergesort / Quicksort / Verfahren von Straßen (Matrixmultipl.))

1. Zerlege das Problem in zwei möglichst gleichgroße Teilprobleme.
2. Löse die Teilprobleme einzeln.
3. Erzeuge aus den Teillösungen die Gesamtlösung

Greedy-Algorithmen: (Dijkstra(kürzeste Wege)O(n^2), Primalgorithmus(minimale 
aufspannede Bäume))
Sie zeichnen sich dadurch aus, dass sie immer denjenigen Folgezustand auswählen, der 
zum Zeitpunkt der Wahl den größten Gewinn bzw. das beste Ergebnis verspricht 
(Gradientenverfahren). Um unter den Folgezuständen eine Auswahl zu treffen, wird 
eine Bewertungsfunktion verwendet. 
Dynamische  Programmierung: (Warshall-Algorithmus  (Transitive  Hülle)  /  Floyd-
Algorithmus(kürzeste Wege) / CYK-Algorithmus / Earley-Algorithmus)
Das Verfahren der dynamischen Programmierung besteht darin, zuerst  die optimalen 
Lösungen der kleinsten Teilprobleme direkt zu berechnen, und diese dann geeignet zu 
einer Lösung eines nächstgrößeren Teilproblems zusammenzusetzen, und so weiter. 
Backtracking: (Damenproblem/Springerproblem/Mautstraßen(Turnpike)-Problem) 
Es  wird  versucht  eine  erreichte  Teillösung  schrittweise  zu  einer  Gesamtlösung 
auszubauen. Wenn absehbar ist, dass eine Teillösung nicht zu einer endgültigen Lösung 
führen kann, wird der  letzte  Schritt  bzw. die letzten Schritte  zurückgenommen und 
stattdessen alternative Wege probiert. 
Randomisierte  Algorithmen:(AKS-Primzahltest)  Es  wird  nicht  verlangt,  dass  ein 
randomisierter Algorithmus immer effizient eine richtige Lösung findet. 
Sortieralgorithmen: Quicksort; Bottom-Up Heapsort; Medianberechnung;
Medianberechnung: Median aus 5 Elementen is in 6 Schritten berechnet also in O(n). 
Rekursiv aus den Medianen wieder den Median bestimmen. (B-Baum entsteht) Bäume 
haben logarithmische Tiefe  Medianbestimmung eines Feldes beliebiger Größe,  mit➜  
der Median aus 5 Methode ist in O(n * log n)
Heap:  eine zumeist auf Bäumen basierende abstrackte Datenstruktur. In einem Heap 
können Objekte oder Elemente abgelegt und aus diesem wieder entnommen werden. 
Sie dienen damit der Speicherung von Mengen. Den Elementen ist dabei ein Schlüssel 
zugeordnet, der die Priorität der Elemente festlegt. Häufig werden auch die Elemente 
selbst als Schlüssel verwendet. 
Fibonacci-Heap:  Eine  Datenstruktur,  die  sich  als  Vorrangwarteschlange  einsetzen 
lässt, dies heißt es können in beliebiger Reihenfolge effizient Elemente mit festgelegter 
Priorität  in  den  Heap  hineingelegt  und  stets  ein  Element  mit  höchster  Priorität  
entnommen werden.  Es  benötigen  fast  alle  Operationen  amortisiert  nur  konstante 
Laufzeit (insert, remove , extractMin, decreaseKey, merge). (In Dijkstra bzw. Prim)
Algorithmische/Logische Tiefe: ist ein Maß für die Komplexität  einer Datenmenge 
oder Nachricht also für den Informationsgehalt. Formal ist sie die Zeitkomplexität des 
effizientesten Algorithmus, der diese Daten produzieren kann.
Amortisierte  Laufzeitanalyse: betrachtet  die  durchschnittlichen  “Kosten”  von 
Operationen. Hierbei werden sowohl die maximalen Kosten der einzelnen Schritte, als 
auch der Worst Case aller Operationen für die Analyse angenommen.
konstantes (uniformes) Kostenmaß: 

- Jede erlaubte Operation besitzt den Kostenwert von 1 
- gerechtfertigt, wenn sich die Operationen nicht sehr unterscheiden
- der Wertebereich der Operationen nur eingeschränkt groß ist

logarithmisches Kostenmaß:  die Kosten der Erlaubten Operationen werden über die 
Kosten der länge der Binärdarstellung logarithmisch gewichtet.
Dijkstra-Algorithmus:  dient der Berechnung eines kürzesten Pfades zwischen einem 
Startknoten und einem beliebigen Knoten in einem kantengewichteten Graphen.

-Gewichte dürfen nicht negativ sein. (dann Bellman-Ford-Algorithmus)
1. Man starte beim Anfangspunkt.
2. In einer Ereignisliste werden alle Knoten zu denen eine Kante führt 

mit ihrem Gewicht eingetragen, existieren mehrere Kanten zum selben Knoten, wird das 
geringere Gewicht eingetragen.

3. Man markiere den aktuellen Knoten als besucht.
4. Man gehe zum Knoten mit dem geringsten Gewicht.
5. Ermitteln der Gewichtungen und der angrenzenden Knoten.
6. Neue Knoten in die Liste aufnnehmen, mit dem Gewicht der Summe 

des zurückgelegten Weges + dem Kantengewicht zu dem neuen Knoten.
7.  man überprüfe,  für  bekannte  Knoten,  ob  der  Zurückgelegte  Weg 

kleiner  ist, als der bisher bekannte mögliche Pfad
8. Durchführen, bis alle Knoten besucht wurden.

Eulerformel: e ≤ 3n - 6 für  n ≥ 3
planare Graphen (Graphen in denen sich die Kanten so legen lassen, 

dass sie sich nicht überschneiden) mit e Kanten und n Knoten  
Zahl der Kanten ist linear  in der Knotenzahl im planaren Graphen

Bellman-Ford-Algorithmus: O(n*m)  Ermittlung kürzester Wege.
Floyd-Warshall-Algorithmus: Er findet die Länge der kürzesten Wege zwischen allen 
Paaren von Knoten eines gewichteten Graphen (engl. All Pairs Shortest Path Problem, 
APSP) in der Version Floyds oder die reflexive transitive Hülle in Warshalls Version
Floyd (O(n^3)) Warshall  ( O(n^3) )
(1)  i,j : d[i,j] = w[i,j]∀
(2) Für k = 1 bis n
(3)     Paare ∀ i,j
(4)        d[i,j] = min 
(d[i,j],d[i,k] + d[k,j])

(1)  i,j : d[i,j] = w[i,j]∀
(2) Für k = 1 bis n
(3)     Paare ∀ i,j
(4)       Falls d[i,j] = 0
(5)            d[i,j] = 
d[i,k] * d[k,j]

w[i,j] ist Gewicht der Kante (Floyd) oder 1 (Warshall) 
wenn existent, wenn nicht dann unendlich und 0.
d[i,j] ist die Matrix der kürzesten Distanzen (Floyd)
d[i,j] ist 1 wenn ein Pfad existiert sonst 0 (Warshall)

Algorithmus von Prim:(Berechnung minimaler Spannbaum) in  zusammenhängenden, 
ungerichteten, kantengewichteten Graphen, nach folgendem Algorithmus: 

Starte mit leerer Kantenmenge 
Starte mit erstem Knoten: Knotenmenge U = {1}
wiederhole (|V|-1) mal

suche Knoten v  V\U mit geringstem Abstand (zu u  U)∈ ∈
Nimm Kante (u,v) auf.
Nimm Knoten v in Knotenmenge U auf.  

Laufzeit O(n^3) intuitive Lösg oder O(n^2) abgewandelter Dijkstra (ohne summieren)
Formale Semantik
Semantik-Funktion: Als Semantik-Funktion bezeichnen wie die Abbildung, die zu 
jeder syntaktisch korrekten Kontruktion ihre Bedeutung als Resultat liefert.
z.B.: B:= BIN →ℕ   B(10010) = 18
RegExp  (reguläre  Ausdrücke):  Reguläre  Ausdrücke  unterstützen  genau  drei 
Operationen: Alternative, Aneinanderreihung und Wiederholung.
Syntax: 1. Die leere Menge ist ein regulärer Ausdruck.

2. Epsilon ist ein regulärer Ausdruck
3. ∀ai ∈∑ ist ai (jedes Zeichen aus dem zugrunde liegendem Alphabet) 
ein regulärer Ausdruck
4. sind x und y reguläre Ausdrücke so sind auch

4.1 (x ∪ y) (Vereinigung) 
4.2  xy (Konkatenation)
4.3 x* (Stern-Operator) reguläre Ausdrücke

5.Es gibt keine weiteren regulären Ausdrücke
Die Sprache IMP:Die Sprache IMP definiert nichts anderes als die Syntax einer 
“Programmiersprache”. So kann beim systematischen Untersuchen der Merkmale auf 
diese Sprache Bezug genommen werden. Theoretisch können sie auf jede beliebige 
Sprache übertragen werden.  Die Definition: 
Grundbereiche: natürliche Zahlen; Boolean
Variablen:

V= {X1,X2,X3,...}    abzählbare Menge von Bezeichnern
Loc ⊆ V (= die benutzten, also localisierten (in einem Programmbereich 

oder dem gesamten Programm) gültigen Variablen)
Speicherzustände:  = ℕLoc = {σ:Loc →ℕ}
Syntaktische Konstrukte:

Aexp Arithmetische Ausdrücke Bexp Boolesche Ausdrücke
a::= n | X | (a1 + a2) | (a1 – a2) | (a1 * a2)
n ∈ ℕ,X∈V
(Klammer kann weggelassen werden, wenn 
keine Mehrdeutigkeit entsteht)

b ::= true | false | a1 = a2 | a1 < a2 | a1 > a2 
b ::= a1  ≠ a2 | ¬b | b1 ∧ b2 | b1  b2 | b1  b2
b ::= b1  b2
a1,a2  ∈ Aexp ; b,b1,b2  ∈ Bexp

1.Natürliche  Zahlen  bilden  arithmetische 
Ausdrücke  (a::= n ; n ∈ ℕ)
2. Wenn a1 und a2 zu Aexp gehören, dann 
auch (a1 + a2), (a1 – a2), (a1 * a2)
3. Sonst gehört nichts zu Aexp

Auswertung:  
Bexp werten sich zu einem boolean Wert 
aus. 

Beispiel:
((((X1 * 3) – 5) + X2) – (X3 * 8)) ∈ Aexp

5X2 ∉ Aexp

Schreibweise: (b,s)  t 
alternativ: B[[b]]s = t (Bexp  (  IB))
(b im Speicherzustand s wird ausgewertet 
zu t)

Auswertung:  
Aexp werten sich zu einer natürlichen Zahl 
aus. (Aexp ×   ℕ)
Schreibweise:

(a,s)  n  
(a im Speicherzustand s wird ausgewertet 
zu n)

alternativ: A[[a]]s = n
(Aexp  (  ℕ))

Regeln:
(n,s)  n (n∈ℕ, s ∈∑)
(X,s) b(X)

(X∈ Loc, s∈∑)
((a1 + a2),s)  (a1,s) + (a2,s)  
((a1 - a2),s)  (a1,s) - (a2,s)   

(0 falls negativ)
((a1 * a2),s)  (a1,s) * (a2,s)  

Regeln:
(t,s)  t (t∈IB, s ∈∑)
(a1 = a2, s)  true 

(wenn (a1, s)  n und (a2,s)   m und m=n)
(a1 = a2, s)  false 

(wenn (a1, s)  n und (a2,s)   m und m≠n)

Regeln für <,>,≠ analog zu “=”
(¬b,s)  ¬(b,s)
(b1 ∨ b2, s)  true

(wenn (b1,s)  true oder (b2,s)  true)
(b1 ∨ b2, s)  false

(wenn (b1,s)  false und (b2,s)  false)
(b1 ∧ b2, s) analog
(b1  b2, s)  true

(wenn (b1,s)  false oder (b2,s)  true)
(b1  b2, s)  false

(wenn (b1,s)  true und (b2,s)  false)
(b1  b2, s)  true

(wenn (b1,s)  true und (b2,s)  true)
(b1  b2, s)  false

(wenn (b1,s)  false und (b2,s)  false)
Cmd           Anweisungen bzw. Programme

c ::= skip | X := a | c1;c2  
c ::= if b then c1 else c2 fi
c ::= while b do c od
(X ∈ V, a ∈ Aexp, b ∈ Bexp, c,c1,c2 ∈ Cmd)

Auswertung:  
Einem  Programm  c  ∈ Cmd wird  in 
Abhängigkeit  eines  Speicherzustands  s 
ein  neuer  Speicherzustand  s2 
zugeordnet.

(Cmd ×  p )
oder auch C: Cmd  ( p )

(Das p am Pfeil steht für “partiell”)

Einzelschrittsemantik:Aexp/Bexp/Cmd sind wie in Sprache IMP definiert.
Annahme := alle arithm. & bool. Ausdrücke werden in einem Schritt ausgeführt.
Die Ausführung der Regeln von Cmd ist wie folgt definiert:
mit Hilfe der partiellen Abbildung, können wir auch eine solche Partielle Funktion für 
die Ausführung der Cmd's definieren. 
Hierbei bildet (Cmd × Σ) auf  Σ ab. Und ordnet so jedem Paar (c,s) das Element s' 
zu. Kurz wird geschrieben: 

 C[[c]]s = s'     (Im Skript ist s als “σ” bezeichnet)
Diese Art von Funktion wird auch CSOS genannt

(SOS für Systematic Operational Semantic)
Nun muss nur noch definiert werden, wie die Kantenmenge zu betrachten ist, hierbei 
wird immer ein einzelner Schritt, also eine einzelne Kante betrachtet.

1.Skip Regel 2.Zuweisungsregel
                    
(skip,s)1 s

        A  [[a]]s = m        
(X:=a,s)1 s[m/X]

Dabei ist s[m/X](X) = m 
und ∀ Y ≠ X  gilt s[m/X](Y) = s(Y)

3.Hintereinanderausführungsregel

       (c1, s)     1 s'           
(c1;c2,s)1 (c2, s')

   (c1, s)     1 (c1',s')        
(c1;c2,s)1 (c1';c2, s')

4.if-then-else-Regeln 
                 B  [[b]]s = true                 
(if b then c1 else c2 fi, s) 1 (c1,s)

                 B  [[b]]s = false               
(if b then c1 else c2 fi, s) 1 (c2,s)

5.while-Regeln 
                       B  [[b]]s = true                               
(while b do c1 od, s) 1 (c1;while b do c1 od, s)

                 B  [[b]]s = false               
(while b do c1 od, s) 1 (skip, s)

Eigenschaften von  CSOS:
1. Alle Elemente s  Σ∈  haben als Knoten unseres Transitionssystems Ausgangsgrad 0
2. Alle Elemente (c; s) ∈ Cmd × Σ haben als Knoten des Transitionssystems 
Ausgangsgrad 1.
3.  CSOS: ist eine wohldefinierte partielle Funktion vom Typ Cmd × Σ p Σ
BEISPIELE
Beispiel operationale Semantik als 
Einzelschritt:
Programm c
c0 X2 := 1
w while X1 > 1do
c1 X2 := X2 * X1;
c2 X1 := X1 – 1;
w2 od

c wird gestartet mit den Eingaben 
X1 = 3 und X2 = 0;

(c ; (3; 0))   (c0 ; (3; 0)) 
(c0 ; (3; 0))  (w; (3; 1)) 

(c1; c2;w; (3; 1)) 
(c2;w; (3; 3))
(w; (2; 3))
(c1; c2;w; (2; 3))
(c2;w; (2; 6))
(w; (1; 6))
(skip; (1; 6))
(1; 6)

Der Endzustand (1; 6) sagt, daß 3! = 6 
richtig berechnet wird.

Einzelschrittsemantik Beispielprogramm(andere Notation): geg.: init x,y,z  = 5;7;0 
S[[B]]k  .. B = Auszuwertender Ausdruck   k = (Speicherinhalt)  
Programm: 

z:=x;
x:=y;
y:=z;

S[[z:=x; x:=y; y:=z ]]([xa 5, ya 7, za 0]) =
= (S[[y:=z]] ◦ S[[x:=y]] ◦ S[[z:=x]]) ([xa 5, ya 7, za 0])
= S[[y:=z]](S[[x:=y]](S[[z:=x]]([xa 5, ya 7, za 0])))
= S[[y:=z]](S[[x:=y]]([xa 5, ya 7, za 5]))
= S[[y:=z]]([xa 7, ya 7, za 5])
= ([xa 7, ya 5, za 5])

zu einem Programm der Form 
p ≡ IN(X1,...,Xm) c OUT (Y1,...,Yn) ist die partielle Funktion 

 C[[p]]: ℕ^m  p ℕ^n
definiert als:

Wird c auf dem Speicherzustand, der durch eingabe n1,...nm für die Variablen X1, ..., 
Xm  (alle anderen Variablen = 0) gestartet, so ist C[[p]](n1,...,nm) genau dann definiert 
wenn c terminiert. Das Ergebnis ist das n-Tupel nach der Ausführung.
Beweis der Richtigkeit von Programmen erfolgt nach folgendem Schema: 
Das Programm rechnet dies und das (Behauptung) mögliche Fallunterscheidungen als 
Eingangsbelegung des Programmes annehmen (Vorraussetzungen)   Einzelne Fälle 
durchgehen, und mit Wunschresultat vergleichen ... wenn übereinstimmt bewiesen.
Big-StepSemantik(ErgebnisSemantik):Die  Idee  der  Big-Step-
Semantik ist, das Einzelne Schritte der SOS-Einzelschrittsemantik komprimierbar sind, 
und zusammenfassbar zu einem großem ,  einem BIG-STEP . Bedingung hierfür ist 
lediglich, dass anders als bei der EinzelschrittSemantik wo ein Schritt als 
(Cmd × Σ) (  Cmd × Σ)*  Σ  (oder anders (Cmd × Σ)  (Cmd × Σ) ➜ ➜ ➜ ∪ Σ) definiert 
ist. Also nicht unbedingt nach Abarbeitung einer Transition ein Endzustand vorliegen 
muss, wir hier von einer Bewältigung aller Zwischenschritte ausgehen. Wir enden bei 
der BIG-STEP-SEMANTIK also IMMER in einem Endzustand! 
(Es gilt also:(Cmd × Σ)   (  Cmd × Σ)*➜      Σ ) mit anderen Worten wir beschreiten➜  
eine Transtion der Transitiven Hülle zwischen Ausgangszustand und Endzustand.
BEISPIELAUFGABE VERGLEICH BIGSTEP-EINZELSCHRITT:
geg: (X := 3; ) Loc = {X,Y,Z} (X)=8 (Y)=5 (Z)=7
a ) ges: 3 Zustände aus denen Diese Konfiguration in “1”hervorgegangen sein kann
b) ges: Kann man in der Big-Step-Semantik einen initialen Zustand angeben, das der 
gegebene daraus folgt?

zu a) 1. (X:=8; X:=3, )  2. (if X > Y then X := 3 else skip; )  2. (X:=8; X:=3;')
wobei '(X) = 1; '(Y) = (Y) '(Z) = (Z)

zu b) bei der Konfiguration (X := 3; ) handelt es sich um ein Element aus (Cmd × Σ) 
bei Bigstep-Semantik sind als Zielraum aber nur Endzustände also Elemente aus Σ 
erlaubt. Damit kann die Konfiguration nicht aus Big-Step-Semantik hervorgehen.
Denotationale Semantik:Programmidentifikation über die von ihm 
berechnette Funktion.
Das Auswertungsschema Arithmetischer und Boolescher Ausdrücke A, B bleibt das 
selbe wie bei der Sprache IMP.
Anweisungen (Cmd) erhalten direkt eine Bedeutung in Form einer partiellen Funktion 
von Σ nach Σ.

C: Cmd  (Σ  p Σ)
Es soll C[[c]]s = CSOS(c,s) für alle c  ∈ Cmd und s  ∈  gelten.

Skip: C[[skip]] = idΣ      <-- identität _ Sigma
Zuweisung: C[[X := a]] = λ s.s[A[[a]]s/X]

d.h. die Funktion die in Abhängigkeit von Zustand s das Element s[A[[a]]s/X] 
als Funktionswert annimmt.

Hintereinanderausführung: C[[c1;c2]] = C[[c2]] ° C[[c1]]
if: C[[c]] = cond(B[[b]],C[[c1]],C[[c2]])

wobei: cond: (Σ  IB)  × (Σ p Σ) × (Σ p Σ)  (Σ  p Σ)
(β, f, g) a cond(β, f, g)
wobei:   cond(β, f, g)(s) = f(s) wenn β(s) = true

cond(β, g, g)(s) = g(s) wenn β(s) = false
while: w = while b do c od

wir wissen:  CSOS (w,s) = CSOS(if b then c;w else skip fi, s) 
also: C[[w]] = cond(B[[b]], CSOS[[w]] ° C[[c]], C[[skip]])

BEISPIELE:
Geben Sie für die folgenden drei Programme c1, c2, c3 jeweils die zugehörige Funktion 
vom Typ Σ  ➙ p Σ gemäß der denotationalen Semantik der Sprache IMP an:
c1: Y := Y + Z; 
 X := X + Y;

Weiteres Beispiel:

c2: while X ≠ Y do
 X := X + Y;
 Y := X – Y;
 X := X – Y; 
 od;

c3: if N > 3 then
N := 3

else
X := Y;
 Z:= 1;

fi

Geg: 1: in(X,Y)
2: if Y > 1 then
3: while X mod Y ≠ 0 do
4: X:=X+1 ; od
5: fi
6: out(X)

ges: h :  ×   ( ➜   )
Lösung: Loc={X,Y} 

 Σ ={ h: {X,Y}  ➜ ➙ }

Ausführliche Lösung:
c4 : C[[x:= x + 1]] = x + 1 = [A[[x+1]]/x]
w : cond(x mod y ≠ 0, c4:w, skip) = y – (x mod y) + x
c : cond(y>1, w, skip) = y – (x mod y ) + x wenn B() = true

 idΣ   wenn B() = false
Transitionssystem: 

ist ein Graph  Knoten = Zustände   Kanten = Transitionen (Überführungen)
initiales Transitionssystem = (Q,  , q0)   

[Q ist Menge aus Zuständen,  is 2 stellige Relation, q0 is Startzustand]
initial zusammenhängend: 

ist ein System wenn jeder Zustand auf einem Weg von q0 aus erreichbar ist
Endzustände: Knoten mit Ausgangsgrad 0.
deterministisch: jeder Zustand hat maximal Ausgangsgrad 1
formal: u,v,w∈Q (uv ∧ uw)   (v  =  w)
partielle Abbildung: 

1. Aufsplitten der Zustandsmenge (Q) in Endzustände (E) und Nichtendzustände (N)
2. Wir wissen dann   f: N p E  hierbei lässt sich sagen, wenn ein gerichteter Weg 

von x  N nach y  E existiert, dann gilt ∈ ∈ f(x) = y ansonsten gilt undefiniert.

Loc={X ,Y ,Z}
={ f :{X ,Y ,Z}ℕ3}

Esgilt:
f X =x; f Y =y; f Z =z ;
setzengleichx , y ,z∈ℕ3

c1=cX :=XY °cY :=Y Z

c X :=X Yn1
n2
n3=n1n2

n2
n3 

cY :=YZn1
n2
n3= n1

n2n3
n3 

c1n1
n2
n3=cX :=X Y n1

n2n3
n3 

c1n1
n2
n3=n1n2n3

n2n3
n3 

fx
y
z=xyz

yz
z 

Loc={X ,Y}
={f :{X ,Y}ℕ2}

Esgilt: f  X=x; f Y =y;
wirsetzengleich x, y∈ℕ2

c1=w=cond X≠Y ;c23°c22 °c21 :w;skip

cn1
n2=c23 °c22 °c21=n2

n1
wn1

n2={n1
n2 fürX ≠Y

sonst

fx
y={x

y fürx≠y

sonst
Loc={X ,Y ,Z ,N}={ f :{X ,Y ,Z ,N}ℕ4}

bedenke: f  X=x ; f Y =y ; f Z =z; f  N =n ;
wirsetzen  alsogleichn, x , y , z∈ℕ4

c3n
x
y
z={

3
x
y
z für N3

n
y
y
1 sonst



Ai ' ={x j=xlc ; count=count1  wenn Ai: x j=xlc
count =n  wenn Ai : GOTO M n

Anwneu wenn Ai :Anw alt

count=0  wenn Ai: HALT

Axiomatische Semantik:
Beschreibung eines Programmes durch Angabe einer Vor und einer Nachbedingung.

{A} c {B}
A: Vorbedingung
c  ∈ Cmd
B: Nachbedingung

Bedeutung von {A} c {B}: 
Wenn vor Ausführung von c die Bedingung A erfüllt ist und c terminiert, dann 
ist nach Ausführung von c die Bedingung B erfüllt.

partielle Korrektheitsaussage: {A} c {B} ist eine partielle Korrektheitsaussage da wir 
nur eine Aussage darüber abgeben ob c terminiert
totale Korrektheitsaussage: [A] c [B]  ist eine totale Korrektheitsaussage mit der 
Beduetung: Wenn A erfüllt ist und c ausgeführt wird, dann terminiert c und 
anschließend ist B erfüllt.

Aexp Arithmetische Ausdrücke Assn Zusicherungen (assertions)
a::= n | X | i | (a0 + a1) | (a0 – a1) | (a0 * a1)

n ∈ ℕ,X∈Loc, i  Intvar∈
(Invar  ist  eine  Menge  von  Integer-
Variablen z.B. Intvar = {i1,i2,i3,...}

A ::= true | false | a1 = a2 | a1 < a2 | a1 > a2 
A ::= a1  ≤ a2 | ¬A | A1 ∧ A2 | A1  A2 
A := a1 ≥ a2| A1  A2
A ::= A1  A2 |  : A |  : A∀ ∃

Die Menge der Variablen :  V = Loc ∪ Intvar
Integer-Variablen können frei oder Gebunden vorkommen.

Auswertung von Zusicherungen:
A  ∈ Assn , s  Σ und es gelte FV(A) = . Dann kann man A unter s auswerten.∈ 

s(A) = IB
bei freien Variablen:

diese müssen erst interpretiert werden, d.h. sie bekommen eine natürliche Zahl als 
Wert zugeordnet. (kurz: I: Intvar  ) ℕ

Schreibweise:  s ╞ I A wenn s(I(A)) = true
und s ╞ A wenn es für alle Interpretationen gilt

Beispiel: ges: A  Assn so dass (s ╞ ∈ I A)  (I(i) ist Primzahl)
Lösung:
A ≡  j : ((j ≤ 1)  (j ≥ i)  (  k: j * k \ungleich i ))∀   ∀
ist nämlich I(i) = n   dann gilt:∈ ℕ
I(A) ≡  j : ((j ≤ 1)  (j ≥ n)  (  k: j * k \ungleich n))∀   ∀
Regeln von Hoare:  mit Hoare Logik kann nur bewiesen werden, dass ein Programm 
korrekt arbeitet wenn es terminiert, nicht das es terminiert (partielle Korrektheit)
1. Hoare Tripel: {P} S {Q} (stellt Boolschen Wert dar)

Beispiele: 
{0<i} i:= i – 1 {0≤i} (Der gesamte Ausdruck ist wahr, wenn P vor 

und Q nach der Ausführung gilt.}
{true} i:1 {i:=1} îst gültig
{true} i:= 1 {i=2} ist nicht gültig 

2. Zeitgleiche Zuweisungen: x,y,z := 2*y, x+y, 3*z
x,y := y,x vertauscht die Werte der Variablen x und y x,x := 1,0 
ist verboten, da linke Seite muss paarweise disjunkt sein

3. Zuweisungs Axiom
{Q[x/e]}  x:=e {Q}
heißt so viel wie nimm die Anweisung, ersetze in der Anweisung den mit der 
Precondition übereinstimmenden Teil, und erhalte die Postcondition...
Beispiel: {x = 23 * i – 2} f = x + 2 {f = 23 * i}

3.2 erweitertes Zuweisungsaxiom
Beispiel: {i+j=C} i,j := i+1, j-1 {i+j=C}
is eine Zusicherung die für simultane Zuweisungen gilt

4.Sequenzen
{P} S1 {Q} Beispiel: {x=1} y:=3 {x=1,y=3}
{Q} S2 {R} {x=1,y=3} z:= x+y {z=4}
{P} S1,S2 {R} {x=1} y:=3,z:=x+y {z=4}

5.IF – THEN - ELSE
{P∧B} S1 {Q} Beispiel:
{P∧¬B} S2 {Q}
{P} if B then S1 else S2 {Q}

6.IF-THEN
{P∧B} S {Q} Beispiel:
{P∧¬B} (P∧¬B)→Q {Q}
{P} if B then S1 else S2 {Q}

7. WHILE-Schleife
{P∧B} S {P} Beispiel:
{P} while B do S {P∧¬B}

8. Konsequenz
╞ (A  A') {A'} c {B'} ╞ (B'  B)

{A} c {B}
Wir schreiben: ├ {A) c{B} falls sich die Aussage {A} c {B} mit der Hoare-Logik 
ableiten lässt.

Beispiel: w = while true do skip od
damit gilt: ├ {true} w {false}

noch eins: ├ {X = 3} X := 8 + X {X = 11}
denn ├ {(X=11)[8 + X/X]} X := 8 + X {X = 11}
also ├ {8 + X = 11} X := 8 + X {X = 11}

mit Konsequenz ├ {X = 3} X := 8 + X {X = 11}
mehr Beispiel e:  ges: wp while y != x do y := y + 1 od {y = x}
Um eine Vorbedingung zu finden kann man eine Methode ähnlich der Ermittlung der 
induktiven  Hypothese  in  der  mathematischen  Induktion  benutzen:  Es  wird  die 
Bedingung  für  ein  paar  Fälle  berechnet,  mit  der  Hoffnung,  dass  man  ien Muster 
erkennt.

H0 = (y = x) 
H1(y := y + 1, y = x) = Q[y + 1 / y] = (y + 1 = x) = (y = x - 1) 
H2(y := y + 1, y = x - 1) = Q[y + 1 / y] = (y + 1 = x - 1) = (y = x - 2) 
H3(y := y + 1, y = x - 2) = Q[y + 1 / y] = (y + 1 = x - 2) = (y = x - 3) 
Hi(while y != x do y := y + 1 od, x = y) = ((y < x) and (i >= 1)) und H0 = (y = x)
Kombiniert man beides, so erhält man  Hi = ((y <= x) and (i >= 0)
Beispiel 2:    while s > 1 do s := s / 2 od{s = 1}

H0 = (s = 1)
H1(s := s / 2, s = 1) = Q[s / 2 / s] = (s / 2 = 1) = ((s = 2) or (s = 3))
H2(s := s / 2, s = 2 or s = 3) = Q[s / 2 / s] = ((s / 2 = 2) or (s / 

2 = 3)) 
= ((s = 4) or (s = 5) or (s = 6) 
or (s = 7))

H3(s := s / 2, (s = 4) or (s = 5) or 
(s = 6) or (s = 7)) 

= Q[s / 2 / s] = (s / 2 = 4) = ((s = 8) or (s = 9) or ... or (s 
= 15))

Daraus kann gefolgert werden, dass
Hi = ((s >= 2i) and (s < 2i+1))
Im Vergleich zum ersten Schleifen-Beispiel hat man mit dieser Methode nicht die schwächste 
Vorbedingung gefunden. Die Vorbedingung (s > 1) ist z.B. wesentlich schwächer.

{Y < 20;X > 5} Y := Y – X {Y < 18}
1.{Y < 18|Y-X/Y} Y := Y – X {Y < 18}
2.{Y - X< 18} Y := Y – X {Y < 18}
3. da (Y<20X>5)(Y-X < 18) gültig
können wir sagen:
{Y < 20;X > 5} Y := Y – X {Y < 18}
1. Zuweisungsregel
2. Einsetzen in die Zusicherung
3.Algemeingültige  Implikation  mit 
Konsquenzregel.

{Y=100X=8} Y := Y – X {Y=92}
1.{Y=92|Y-X/Y}Y:=Y – X {Y=92}
2.{Y – X = 92} Y := Y – X {Y = 92} 
3.  da  {Y=100X=8} {Y  –  X  =  92}  
gültig ist, können wir sagen:
{Y=100X=8} Y := Y – X {Y=92}
1. Zuweisungsregel
2. Einsetzen in die Zusicherung
3.Algemeingültige  Implikation  mit 
Konsquenzregel.

{X>0} X := X + 3 {X>2}
1.{X>2|X+3/X} X := X + 3 {X>2}
2.{X+3>2} X:= X + 3 {X>2}
3.{X>0}  {X > -1} is gültig, damit gilt
{X>0} X := X + 3 {X>2}
 1. Zuweisungsregel
2. Einsetzen in die Zusicherung
3.Algemeingültige  Implikation  mit 
Konsquenzregel.

{X=3} X:=X + 4 {X=4}
Diese  Aussage  ist  nicht  gültig,  denn 
genau auf den Speicherbelegungen s mit 
s(X) = 3 ist sie nicht erfüllt.
Nach Ausführung der Anweisung X := X 
+ 4 hat nämlich X den Wert 7, d.h. die 
Aussage X = 4 ist nicht erfüllt.
Aufgrund  der  Korrektheit  des  Hoare-
Kalküls  kann  die  Aussage  also  nicht 
beweisbar  sein  (da  ja  nur  gültige 
Aussagen beweisbar sind)

Gödelscher Unvollständigkeitssatz:Jedes hinreichend mächtige formale System ist  
entweder widersprüchlich oder unvollständig. & Ein System kann nicht zum Beweis 
seiner eigenen Widerspruchsfreiheit verwendet werden. 
{(A,B,c) | ╞ {A} c {B} } ist nicht rekursiv aufzählbar.

Begründung: {true} c {false}   ist eine Wahre Aussage wenn c auf allen 
Speicherbelegungen nicht terminiert. Könnte man dies aufzählen, so 
wäre das Halteproblem entscheidbar.

Das Hoare-Kalkül unterliegt der Tatsache, dass wir keine formale 
Überprüfbarkeit der Gültigkeit von Aussagen {A} c {B} hierdurch bekommen, 
deshalb spricht man von relativer Vollständigkeit.
Transformationen :
1. Whileprogramm in Gotoprogramm
M1: wenn Bedingung nicht erfüllt gehe zu Endmarke
M2: führe das was in der Schleife steht aus 
ME: Ende

WHILE x <> 0 DO P OD 
M1: ➜ If x = 0 THEN GOTO M4
M2: P
M3: GOTO M1
M4: ...

2. Gotoprogramm in Whileprogramm
geht mit einer While-Schleife die die Marken kodiert
Es gilt zusätzlich:

M1: A1; M2: A2; ... Mk : Ak
count = 1➜
WHILE count <> 0 DO

IF count = 1 THEN A1*;
IF count = 2 THEN A2*;
...

OD

3. Whileprogramm in Turingmaschine
While-Programme auf Mehrbandturingmaschinen simulieren (jedes Band eine Variable)
4. Turingmaschine in Gotoprogramm
Kodierung der Zustände in 3 Variablen
Variable 1: Zustand
Variable 2: Inhalt des Bandes rechts vom/unter dem Lesekopf
Variable 3: Inhalt des Bandes links vom Lesekopf
5. µ-rekursiv in Whileprogramm
Sei f() eine Funktion, welche ein WHILE-Programm 
berechnet.
Ein Programm für µf ist gesucht.

x0 := 0 ;
y := f(0,x1, ... xn);
WHILE y <> 0 DO

x0 := x0 +1;
y := f(x0, x1, ... xn);

END
6. Loop in Whileprogramm LOOP x DO P END

➜y := x     WHILE y != 0 DO y := y-1; P END

WIR WERDEN ALLE STERBEN!!

O-Notation f  Θ(g)  Pizza = komplett Ananas∈
f  O(g)∈  c > 0  x0  x > x0 : |f(x)| ≤ c  |g(x)|∃ ∃ ∀ ⋅ irgendwo auf Pizza inkl. Rand
f  o(g)∈  c > 0  x0  x > x0 : |f(x)| < c  |g(x)|∀ ∃ ∀ ⋅ irgendwo auf Pizza ohne Rand
f  Ω(g)∈  c > 0  x0  x > x0 : |f(x)| ≥ c  |g(x)|∃ ∃ ∀ ⋅ nirgends auf Pizza außer Rand
f  ω(g)∈  c > 0  x0  x > x0 : |f(x)| > c  |g(x)|∀ ∃ ∀ ⋅ nix auf Pizza nichma auf Rand
f  Θ(g)∈  c0 > 0  c1 > 0  x0  x > x0 : c0  |g(x)| ≤  |f(x)| ≤ c1  |g(x)|∃ ∃ ∃ ∀ ⋅ ⋅
Komplexitätstheorie: Det Nichtdet   
DSPACE liefert eine grundsätzliche Aussage darüber, welchen Speicherbedarf ein 

Rechenverfahren  auf  einem  idealisierten  Modell  eines  Computers 
beansprucht.
Wenn der Speicherbedarf eines Rechenverfahrens in linearer Proportion 
mit der Länge des Eingabewerts wächst,  so gehöre das Verfahren zu 
DSPACE(n). 
Speicherbedarf wächst exponentiell → DSPACE(exp(n)). 

DSPACE(f) 
oder  auch 
SPACE(f)

Steht  für die  Menge der Raumkomplexitätsklassen in Bezug auf eine 
deterministische Turingmaschine.
Wird eine konkrete Funktion f angegeben, so ist die Klasse derjenigen 
Entscheidungsprobleme  gemeint,  die  auf  einer  deterministischen 
Turingmaschine mit O(f) Speicherplatz lösbar sind.
Anstatt  O(f)  schreibt  man  dies  oft  ohne  die  Konstante  also  als 
DSPACE(f) = DSPACE(O(f)) 

NSPACE Steht  für die Platzkomplexitätsklasse der Entscheidungsprobleme, die 
von  einer  Nichtdeterministischen  Turingmaschine  gelöst  werden 
können. 

PSPACE PSPACE = ∪k≥1DSPACE(nk)
Klasse  der  Entscheidungsprobleme,  die  von  einer  deterministischen 
Turingmaschine mit polynomialen Platz entschieden werden können. 

PSPACE-
Vollständig

Sind  Probleme in  PSPACE,  auf  die  sich ALLE anderen PSPACE-
Probleme in Polynomialzeit reduzieren lassen. 
Es  wird  angenommen,  dass  die  Klasse  der  vollständigen  Probleme 
nicht in NP liegen. 
Bsp: QBF (quantified boolean formula) die Auswertung quantifizierter 
aussagenlogischer Formeln.
Kann  ein  gegebenes  Wort  von  einer  gegebenen  kontextsensitiven 
Grammatik erzeugt werden?

NPSPACE Klasse  der  auf  polynomiellen Platz  von  einer  nichtdeterministischen 
Turingmaschine entscheidbaren Probleme. 

DTIME 
oder  auch 
TIME

die  Menge  der  Zeitkomplexitätsklassen  in  Bezug  auf  eine 
deterministische Turingmaschine. 
Wird eine konkrete Funktion f angegeben, so bedeutet dies: DTIME(f) 
ist  die  Klasse  derjenigen  Entscheidungsprobleme,  die  auf  einer 
deterministischen Turingmaschine in O(f) Zeit lösbar sind. 

EXPTIME 
oder  auch 
EXP

Komplexitätsklasse  der  Entscheidungsprobleme  die  von  einer 
deterministischen Turingmaschine in durch O(2p(n)) beschränkter  Zeit 
entschieden werden können. p(n) ist dabei ein beliebiges Polynom von 
der Eingabelänge n. 
EXPTIME = ∪k∈ℕ DTIME((2^n)^k)
PSPACE ⊆ EXPTIME

P in  Polynomialzeit  für  deterministische  Turingmaschinen  lösbare 
Probleme.  Diese  Problemklasse  wird  allgemein  als  die  Klasse  der 
"praktisch lösbaren" Probleme betrachtet. 
P = ∪k≥1DTIME(nk)

NP Probleme  für  die  in  polynomialer  Zeit  nichtdeterministisch  positive 
Antworten produziert werden können.
oder anders:
die Menge aller  Probleme,  bei denen es  mit  einer  deterministischen 
Turingmaschine in Polynomialzeit möglich ist, zu verifizieren, ob eine 
geratene Lösung tatsächlich eine Lösung der Aufgabenstellung darstellt

Q nur linearer Zeitbedarf auf nichtd. M.  (Quasi Realzeitsprachen)
Q ⊆ NP

E Klasse  der  Sprachen,  die  sich  von  einer  deterministischen 
Turingmaschine in exponentieller Zeit mit linearem Exponenten lösen 
lassen.  
PSPACE != E

L einer  deterministischen  Turingmaschine  mit  logarithmischem 
Platzverbrauch
L = DSPACE(log n)

NL einer  nichtdeterministischen  Turingmaschine  mit  logarithmischem 
Platzverbrauch
NL = NSPACE(log n)

CO-
Irgendwas

Beispiel an NP: In ihr sind genau die Sprachen enthalten,  deren 
Komplement zu NP gehören. CoNP := {L| LC ∈ NP}
Intuitiv gesprochen besteht  CO-NP aus der  Klasse der  Sprachen,  in 
denen  der  Beweis,  dass  ein  Wort  nicht  zur  Sprache  gehört, 
nichtdeterministisch polynomiell ist.
Ob NP = CoNP ist nicht geklärt.
P ist sowohl Teilmenge von NP als auch Co-NP

L = DSPACE(log n) = ∪f∈O(log(n))DSPACE(f) P = ∪k≥1DTIME(nk)
NL = NSPACE(log n)=∪f∈O(log(n))NSPACE(f) NP = ∪k≥1NTIME(nk)
PSPACE = ∪k≥1DSPACE(nk) = ∪k≥1NSPACE(nk)  

(PSPACE ist wohldefiniert)
DTIME(t(n))  DSPACE(t(n))⊆ NPSPACE:=∪f∈O(nk

)NSPACE(f) k IN∈

Satz von Savitch: Ein von einer nichtdeterministischen Turingmaschine mit einer 
bestimmten Platzkomplexität lösbares Problem kann auf einer deterministischen 
Turingmaschine mit einer quadratisch höheren Platzschranke gelöst werden.

NSPACE(s(n))⊆ DSPACE((s(n))2)
Zeitkomplexität (auch asymptotische Laufzeit): die Anzahl der Rechenschritte, die ein 
Algorithmus zur Lösung dieses Problems benötigt, in Abhängigkeit von der Länge der 
Eingabe. 
Platzkomplexität:...eines Problems ist der (minimalen) Bedarf an Speicherplatz eines 
Algorithmus zur Lösung dieses Problems, in Abhängigkeit von der Länge der Eingabe.

Zeitreduktionssatz: 1.NTIME(O(f)) = NTIME(f)
2.Sei ℇ > 0 & ∀n: f(n) >= (1 + ℇ)n, dann gilt: 

DTIME(O(f)) = DTIME(f)
Bandreduktionssatz:
DSPACE(O(f)) = DSPACE1-Band(f)
NSPACE(O(f)) = NSPACE1-Band(f)
DTIME(f) ⊆ DTIME1-Band(f²)
Satz von Hennie-Stearns: 
Sei ε > 0, k ≥ 1 und  n  n: f(n) ≥ (1 + ) n  , dann gilt:∀ ℇ

DTIMEk-Band(f) ⊆ DTIME2-Band(f  log(f))⋅
Zeithierarchiesatz: 
Seien t1,  t2  :     Funktionen,  t1 log(t1)   Ω(t2),  t2   Ω (n log n)  und t2ℕ ➙ ℕ ⋅ ∉ ∈  
zeitkonstruierbar. Dann gilt:  DTIME(t2) \ DTIME(t1) ≠  
Platzhierarchiesatz:
Seien s1 und s2:    Funktionen, s1  ℕ ➙ ℕ ∉ Ω(s2) (bedeutet:   > 0  unendlich viele∀ ℇ ∃  
n mit s1(n) < s2(n) )ℇ⋅ , s2 ∈ Ω (log n) und sei s2 platzkonstruirbar. Dann gilt : 

DSPACE(s2)\DSPACE(s1) ≠ 
Sonstige geltende Gesetzmäßigkeiten:
PSPACE = IP -?-> NP -?-> NP ∩ coNP -?-> P -?-> NL -?->L
PSPACE =  IP  ≠  NSPACE(n) =  coNSPACE(n) --?(1.LBA-Problem)--> 
DSPACE(n)≠∪k≥1DSPACE(logk(n))=∪k≥1NSPACE(logk(n)) ≠ NL -?-> L
L ≠ PSPACE (Platzhierarchiesatz)
DSPACE(n) ≠ P DSPACE(n) ≠ NP (beides Abschlusseigensch.)

DTIME(n) ≠ DTIME(O(n)) 
(Zeitred.-satz,Linearzeit nicht auf Realzeit komprimierbar)

DTIME(f)  NTIME(f)  DSPACE(f)      f(n) ≥ n  n⊆ ⊆ ∀
DTIME(cn) = DTIME(3n)  c > 3 ∀ (deterministische Zeitreduktion)

DSPACE(f)  NSPACE(f)  DTIME(2⊆ ⊆ ^O(n)) 
wobei f(n) ≥ log(n)  n∀

L  NL  DSPACE(log²(n))  DTIME(n^(O(log(n)))⊆ ⊆ ⊆
NL  P⊆ CS = LBA = NSPACE(n)  DTIME(2^(O(n)))⊆
DSPACE(n²)  DTIME(2^(O(n²)))⊆
DSPACE(log n)  DSPACE(log²n)  DSPACE(n) ⊆ 

NSPACE(n)  DSPACE(n^2.1)  PSPACE 
(folgt alles aus Platzhierarchiesatz)

DTIME(O(n))  DTIME(O(n²))  P  

DTIME(O(2^n))  DTIME(O((2+ )^n))ℇ
(folgt alles aus dem Zeithierarchiesatz)

Es existieren Funktionen für die gilt (laut Lückensatz von Borodin): 
DTIME(s)=NSPACE(s)=DTIME(s(O(s))=NSPACE(2^2^2^2^s)
Lückensatz von Borodin (1972): Es sei r eine totale, berechenbare Funktion, r(n) ≥ n 
für alle n. Dann gibt es effektiv eine totale, berechenbare Funktion s:    mit derℕ ➙ ℕ  
Eigenschaft: DTIME(s) = DTIME(r ° s)
Starke  Komplexitätsklassen: sind  Klassen,  bei  denen  die  Einhaltung  der 
entsprechenden  Schranken  (Zeit-  oder  Platzschranken)  bei  JEDER  Berechnung 
verbindlich ist. (Also nicht nur bei Aktzeptierenden Berechnungen)
Zeitkonstruierbar: Eine  Funktion  f:     ist  zeitkonstruierbar,  falls  es  eineℕ ➙ ℕ  
deterministische Turingmaschine gibt, die auf Eingabe 1n (d.h. n in unärer Kodierung) 
nach genau f(n) Schritten anhält.
Platzkonstruirbar: Eine Funktion  f:     heißt  platzkonstruirbar,  falls es  eineℕ ➙ ℕ  
deterministische Turingmaschine gibt,  die auf Eingabe 1n  genau f(n)  Felder  auf den 
Arbeitsbändern markiert und dann anhält. Darüberhinaus darf sie den markierten Platz 
bei der Berechnung nicht verlassen. 

Alle Zeitkonstruierbaren Funktionen sind auch Platzkonstruirbar
Es gibt Platzkonstruirbare Funktionen die nicht Zeitkonstruierbar sind.

Entscheidungsvariante: Existiert eine Lösung für ein gegebenes Problem?
Berechnungsvariante: Berechne eine Lösung von dem gegebenen Problem!
Optimierungsvariane: Berechne eine kostenoptimale Lösung des Problems!
mittlere Suchdauer im binären Baum mit n Knoten:
Summe von 1 bis n über (p_i * t_i) = MSD(B)    t_i =  Knotentiefe , p_i = Wahrscheinl

Anwalt =IF x j=c THEN count =n  ELSE count =count 1
Anwneu=  IF x j=c  THEN GOTO M n


